


Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

a ∈ A � ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A

A ⊂ B � A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B

X × Y � ìíîæåñòâî ïàð ÷èñåë (x, y), ãäå x ∈ X, y ∈ Y

X2 � ìíîæåñòâî ïàð ÷èñåë (x, y), ãäå x, y ∈ X

|x| � ìîäóëü ÷èñëà x

[x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x

{x} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x

a ≡ b(mod 2) � ÷èñëà a è b äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 2

{ak}nk=1 � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë a1, a2, . . . , an

{ak}∞k=1 � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë a1, a2, . . .
n∑

k=1

ak = a1 + a2 + . . .+ an

∞∑
k=1

ak = a1 + a2 + . . .
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Çàäà÷à �1. Ôóíêöèè, íå÷¼òíûå îòíîñèòåëüíî ìíîæå-
ñòâà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è c � òî÷êà èç èíòåðâàëà
(a; b). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f íå÷¼òíà îòíîñèòåëüíî òî÷êè c, åñëè
f(c − x) = −f(c + x) äëÿ âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ýòîãî
ðàâåíñòâà îïðåäåëåíû. Òàêæå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f íå÷¼òíà îò-

íîñèòåëüíî ìíîæåñòâà E ⊂ (a; b), åñëè îíà íå÷¼òíà îòíîñèòåëüíî êàæäîé
òî÷êè èç E.

1. Ïóñòü [a; b] = [0; 1]. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, íå÷¼òíîé îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà E, â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

(a) E = {1/2};
(b) E = {1/3};
(c) E = {c}, ãäå c ∈ (0; 1).

2. Îïèñàòü âñå äâóõòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà E, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ, íå÷¼òíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ìíîæåñòâà E.

3. (a) Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, íå÷¼òíîé îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî òð¼õ-
òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà E.

(b) Îïèñàòü âñå òð¼õòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà E, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ, íå÷¼òíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ìíîæåñòâà E.

4. Ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è/èëè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ìíîæåñòâà E,
ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, íå÷¼òíàÿ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà E
ñ ÷èñëîì òî÷åê, áîëüøèì äâóõ.

5. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ, íå÷¼òíàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íî-
ãî ìíîæåñòâà E?

6. ×òî áóäåò â ëþáîé èç ïðåäûäóùèõ ñèòóàöèé, åñëè óáðàòü òðåáîâàíèå
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè, íå÷¼òíîé îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè?

7. Ïðåäëîæèòå ñîáñòâåííûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è è èçó-
÷èòå èõ.

2



Çàäà÷à �2. Íàäóâàòåëüñòâî

Ïåòÿ è Êîëÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó � Ïåòÿ óêàçûâàåò êîëè÷åñòâî âè-
äîâ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ (íàïðèìåð, 3 ïÿòèóãîëüíèêà, 4 øåñòèóãîëü-
íèêà è 7 âîñüìèóãîëüíèêîâ), êîòîðûå Êîëÿ äîëæåí âûðåçàòü èç ðåçèíû (Êîëÿ
ñàì âûáèðàåò êîíêðåòíûå ïàðàìåòðû êàæäîãî ìíîãîóãîëüíèêà), à çàòåì ñêëå-
èòü èõ ìåæäó ñîáîé òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ íåêèé îáú¼ìíûé ìíîãîãðàííèê, íàäóâ
êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü ñâîåîáðàçíûé ìÿ÷. Ïðè ýòîì êàæäûé çàÿâëåííûé
Ïåòåé ìíîãîóãîëüíèê äîëæåí ÿâëÿòüñÿ ãðàíüþ äàííîãî ìíîãîãðàííèêà, à èç
êàæäîé åãî âåðøèíû äîëæíî âûõîäèòü ðîâíî 3 ðåáðà (ò.å. â êàæäîé âåðøèíå
ñõîäèòñÿ 3 ìíîãîóãîëüíèêà). Êîëÿ âûèãðûâàåò, åñëè åìó óäàåòñÿ ïîñòðîèòü
ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãîãðàííèê, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò Ïåòÿ.

Ñïåðâà èãðà øëà î÷åíü ìåäëåííî, íî çàòåì Êîëÿ âñïîìíèë òåîðåìó âûäà-
þùåãîñÿ ìàòåìàòèêà Ëåîíàðäà Ýéëåðà1:

Ïóñòü B � ÷èñëî âåðøèí âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà, P � ÷èñëî åãî ð¼áåð

è Γ ÷èñëî ãðàíåé, òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå B − P + Γ = 2.

1. Ïðîâåðüòå òåîðåìó Ýéëåðà äëÿ âñåõ ïëàòîíîâñêèõ òåë (òåòðàýäðà, ãåê-
ñàýäðà, îêòàýäðà, äîäåêàýäðà, èêîñàýäðà).

2. Ïåòÿ óêàçàë ñëåäóþùèé íàáîð ìíîãîóãîëüíèêîâ: 10 ïÿòèóãîëüíèêîâ è
12 øåñòèóãîëüíèêîâ. Ïîìîãèòå Êîëå îïðåäåëèòü, ñìîæåò ëè îí ñäåëàòü
èç äàííîãî íàáîðà âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.

3. Ïåòÿ óêàçàë n ïÿòèóãîëüíèêîâ è m øåñòèóãîëüíèêîâ. Âûÿñíèòå, ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ n è m Êîëå óäàñòñÿ âûèãðàòü.

4. Ïåòÿ óêàçàë íàáîðû èç n ìíîãîóãîëüíèêîâ òîëüêî îäíîãî âèäà (òîëüêî
òðåóãîëüíèêè, òîëüêî ÷åòûð¼óãîëüíèêè è ò.ä.). Âûÿñíèòå, â êàêèõ ñëó-
÷àÿõ è ïðè êàêèõ n Êîëå óäàñòñÿ âûèãðàòü.

Â ñîîòíîøåíèè èç ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû Ýéëåðà ÷èñëî â ïðàâîé ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé. Òàê, íàïðèìåð,
åñëè ìíîãîãðàííèê ìîæíî ¾íàäóòü¿ äî ôîðìû øàðà, òî åãî ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà 2, èëè, âåðíåå ñêàçàòü, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
øàðà ðàâíà 2.

5. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî óñëîâèÿ èãðû èçìåíèëè òàê, ÷òî ïîñòðîåííûé ìíî-
ãîãðàííèê Êîëÿ äîëæåí íàäóâàòü äî ôîðìû òîðà (¾áóáëèêà¿). Âû÷èñ-
ëèòå Ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó òîðà.

6. Ïîâòîðèòå ïóíêòû 2-4 äëÿ ñëó÷àÿ òîðà.

7. Ïðåäëîæèòå ñîáñòâåííûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è è èçó-
÷èòå èõ.

1Ëåîíàðä Ýéëåð � øâåéöàðñêèé, íåìåöêèé è ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê. Ïî÷òè ïîëæèçíè ïðîâ¼ë

â Ðîññèè, ãäå âí¼ñ ñóùåñòâåííûé âêëàä â ñòàíîâëåíèå ðîññèéñêîé íàóêè.
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Çàäà÷à �3. Ãåîìåòðèÿ øàõìàòíîãî êîíÿ

Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ ϱ : X × X → R, îïðåäåëåí-
íàÿ íà âñåõ ïàðàõ (x, y) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X, íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé (èëè
ðàññòîÿíèåì) â X, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ϱ(x, y) = 0, åñëè è òîëüêî åñëè x = y (àêñèîìà òîæäåñòâà);

2) ϱ(x, y) = ϱ(y, x) äëÿ âñåõ x, y ∈ X (àêñèîìà ñèììåòðèè);

3) ϱ(x, y) 6 ϱ(x, z) + ϱ(z, y) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X (àêñèîìà òðåóãîëüíèêà).

Ìíîæåñòâî X âìåñòå ñ ôèêñèðîâàííîé â í¼ì ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ ìåò-

ðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
Ïîíÿòèå ìåòðèêè è ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç íàè-

áîëåå âàæíûõ ïîíÿòèé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà X = R2, ò. å. X � êîîðäèíàòíàÿ ïëîñ-

êîñòü. Îáû÷íîå ðàññòîÿíèå ϱ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìåæäó òî÷êàìè
A(x1; y1) è B(x2; y2) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ϱ(A,B) =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2. (1)

Íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A(0; 0) è B(3; 4) â ìåòðèêå, îïðå-
äåë¼ííîé ôîðìóëîé (1), ðàâíÿåòñÿ ϱ(A,B) = 5.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áîëåå åñòåñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ äðóãîå îïðåäåëåíèå
ðàññòîÿíèÿ. Íàïðèìåð, â ãîðîäå ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè óëèöàìè, ïîêàçàííû-
ìè íà ðèñóíêå, ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè A(x1; y1) è B(x2; y2) åñòåñòâåííåé
ñ÷èòàòü äëèíó ïóòè èç A â B íå ïî ïðÿìîé, à ïî óëèöàì. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñ-
ñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ϱ(A,B) = |x2 − x1|+ |y2 − y1|. (2)

A

B

xO x

y

y

1 2

1

2

x

y

Íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A(0; 0) è B(3; 4) â ìåòðèêå, îïðå-
äåë¼ííîé ôîðìóëîé (2), ðàâíÿåòñÿ ϱ(A,B) = 7.
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1. (a) Ïîêàæèòå, ÷òî èç òð¼õ àêñèîì ìåòðèêè ñëåäóåò å¼ íåîòðèöàòåëü-
íîñòü, ò. å. ϱ(x, y) > 0 äëÿ âñåõ x, y ∈ X.

(b) Ìîæíî ëè èç àêñèîìû òîæäåñòâà è àêñèîìû òðåóãîëüíèêà âûâåñòè
àêñèîìó ñèììåòðèè?

2. (a) ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ ϱ(m,n) = |m−n|
mn ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå N?

(b) Êàêèå èç óêàçàííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêàìè íà ìíîæåñòâå R?
i. ϱ(x, y) = cos2(x− y)

ii. ϱ(x, y) = |x3 − y3|
iii. ϱ(x, y) = | sinx− sin y|
iv. ϱ(x, y) = |2x − 2y|

(c) Ïóñòü X � ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðèìåì çà ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ åãî òî÷êàìè
äëèíó êðàò÷àéøåé äóãè îêðóæíîñòè, èõ ñîåäèíÿþùåé. ßâëÿåòñÿ ëè
X ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì?

3. (a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ òî÷åê A, B, C, D ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ϱ(A,C) + ϱ(B,D) 6 ϱ(A,B) + ϱ(B,C) + ϱ(C,D) + ϱ(D,A).

(b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n òî÷åê A1, A2, . . . , An (n > 3) ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ϱ(A1, A2) + ϱ(A2, A3) + . . . ϱ(An−1, An) > ϱ(A1, An).

(c) Íà ïëîñêîñòè çàäàíû ïÿòü òî÷åê A1, A2, A3, A4, A5. Èçâåñòíî, ÷òî
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A1 è A2 ðàâíî 30, ìåæäó A2 è A3 � 80,
ìåæäó A3 è A4 � 236, ìåæäó A4 è A5 � 86, ìåæäó A5 è A1 � 40.
Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A3 è A5.

4. Äàëåå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü õîäû êîíÿ íà øàõìàòíîé äîñêå, êîòîðóþ
ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü áåñêîíå÷íîé. Îáîçíà÷èì êëåòêè øàõìàòíîé äîñ-
êè ïàðàìè öåëûõ ÷èñåë (êîîðäèíàòàìè öåíòðà êëåòêè). Õîä êîíÿ, íàõî-
äÿùåãîñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò (0; 0), � ýòî ïåðåõîä â îäíó èç 8 êëåòîê ñ êî-
îðäèíàòàìè (±1;±2), (±2;±1). Åñëè æå êîíü íàõîäèòñÿ â êëåòêå (m;n),
òî îäèí õîä ïåðåâîäèò åãî â îäíó èç êëåòîê (m± 1;n± 2), (m± 2;n± 1).

Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå îò êëåòêè P äî êëåòêè Q êàê ìèíèìàë ü í î å
÷èñëî õîäîâ êîíÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè èç P â Q. Îáî-
çíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç ϱ(P,Q). Íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå îò êëåòêè O(0; 0)
äî êëåòîê E(1; 0) è F (3; 6) îäèíàêîâî è ðàâíî 3.

Ýòî ðàññòîÿíèå � ìåòðèêà êîíÿ � ïîðîæäàåò âåñüìà íåîáû÷íóþ ãåî-

ìåòðèþ. Â íåé ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå îòðåçêà AB êàê ìíîæåñòâî
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y

x

F

E
O

êëåòîê M òàêèõ, ÷òî ϱ(A,M) + ϱ(M,B) = ϱ(A,B), íî îòðåçêè ïîëó÷à-
þòñÿ âåñüìà óðîäëèâûìè (äâà îòðåçêà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â íåñêîëüêèõ
êëåòêàõ). Ìîæíî îïðåäåëèòü è îêðóæíîñòè ðàäèóñà r.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ââåä¼ííîå ðàññòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

(b) Âûâåäèòå ôîðìóëó ðàññòîÿíèÿ ϱ(O,P ) îò êëåòêè O(0; 0) äî êëåòêè
P (m;n).

(c) Èçîáðàçèòå êàêîé-ëèáî îòðåçîê â ìåòðèêå øàõìàòíîãî êîíÿ è íàé-
äèòå åãî äëèíó.

(d) Èçîáðàçèòå êàêóþ-ëèáî îêðóæíîñòü â ìåòðèêå øàõìàòíîãî êîíÿ.

(e) Íàéäèòå ïëîùàäü êðóãà ñ öåíòðîì â êëåòêå O(0; 0) ðàäèóñà r, òî
åñòü ÷èñëî êëåòîê P (m;n), äëÿ êîòîðûõ ϱ(O,P ) 6 r.

5. Ïðåäëîæèòå ñîáñòâåííûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è è èçó-
÷èòå èõ.
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Çàäà÷à �4. ×óäåñíàÿ ïåêàðíÿ

Ïòèöà Äîäî ðåøèëà îòêðûòü ïåêàðíþ â Ñòðàíå ÷óäåñ. Øëÿïíèê ñäåëàë
ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ôîðì (âûïóêëûõ ïëîñêèõ ôèãóð) äëÿ âûïå÷êè õëå-
áà. Â Ñòðàíå ÷óäåñ õëåáà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ó íèõ îäèíàêîâû äèà-
ìåòðû. Äèàìåòðîì îãðàíè÷åííîé ôèãóðû, ñîäåðæàùåé â ñåáå ñâîþ ãðàíèöó,
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðîé òî÷åê äàííîé ôèãóðû. Â
ðàìêàõ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ðàçäåëåíèÿ ôîðì äëÿ
âûïå÷êè Øëÿïíèêà íà ðàâíûå õëåáà èñõîäíîìó (ôîðìîâîìó) õëåáó.

1. Ïîêàæèòå, ÷òî äèàìåòð ìíîãîóãîëüíèêà ðàâåí íàèáîëüøåìó èç ðàññòî-
ÿíèé ìåæäó åãî âåðøèíàìè.

2. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïëîñêàÿ ôèãóðà äèàìåòðà d ìîæåò áûòü çàêëþ÷å-
íà â ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàë-
ëåëüíûìè ñòîðîíàìè ðàâíî d.

3. Îïèðàÿñü íà ïðåäûäóùèé ïóíêò, äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé õëåá äèàìåòðà d
ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ðàâíûõ õëåáà, äèàìåòð êàæäîãî èç êîòîðûõ íå
ïðåâîñõîäèò

√
3
2 d.

Ïðÿìàÿ l, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì, ÷òî îíà èìååò õîòÿ áû îäíó îáùóþ
òî÷êó ñ ôèãóðîé G è ôèãóðà G ðàñïîëîæåíà ïî îäíó ñòîðîíó îò íå¼,
íàçûâàåòñÿ îïîðíîé ïðÿìîé.

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ ôèãóðà è l � íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ, òî-
ãäà ðàññòîÿíèå h ìåæäó äâóìÿ îïîðíûìè ïðÿìûìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè
ïðÿìîé l, íàçûâàåòñÿ øèðèíîé ôèãóðû G â íàïðàâëåíèè l. Åñëè øèðèíà
ôèãóðû G èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ îïîðíûõ ïðÿìûõ, òî
òàêóþ ôèãóðó íàçûâàþò ôèãóðîé ïîñòîÿííîé øèðèíû.

4. Â ïðàâèëüíîì ìíîãîóãîëüíèêå ñ íå÷¼òíûì ÷èñëîì ñòîðîí ïðîâåäåíû äó-
ãè îêðóæíîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîåäèíÿåò êîíöû ñòîðîíû è èìååò
öåíòð â ïðîòèâîëåæàùåé âåðøèíå (îáîáùåíèå òðåóãîëüíèêà Ðåëî). Äî-
êàæèòå, ÷òî ýòè äóãè îãðàíè÷èâàþò ôèãóðó ïîñòîÿííîé øèðèíû.

5. Äîêàæèòå, ÷òî õëåá â âèäå ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ íå÷¼òíûì ÷èñ-
ëîì ñòîðîí, ó êîòîðîãî íàèáîëüøàÿ äèàãîíàëü èìååò äëèíó d, íå ìîæåò
áûòü ðàçáèò íà äâå ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìåíüøèì õëåáîì
(èìååò äèàìåòð ìåíüøå d).

6. Äîêàæèòå, ÷òî õëåá â âèäå âïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ ÷¼òíûì ÷èñ-
ëîì ñòîðîí ìîæåò áûòü ðàçáèò íà äâà ìåíüøèõ õëåáà. Âåðíî ëè ýòî,
åñëè ôîðìà èñõîäíîãî õëåáà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì ìíîãîóãîëüíèêîì ñ
÷¼òíûì ÷èñëîì ñòîðîí?
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7. Ïðåäëîæèòå ñîáñòâåííûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è è èçó-
÷èòå èõ.

Ðåêîìåíäîâàííàÿ ëèòåðàòóðà

1. Á. Ãðþíáàóì. Ýòþäû ïî êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è òåîðèè âûïóêëûõ
òåë. � Ì.: Íàóêà, 1971.

2. Â.Ã. Áîëòÿíñêèé, Ï.Ñ. Ñîëòàí. Êîìáèíàòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ � Êèøèíåâ: ¾Øòèèíöà¿, 1978.
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Çàäà÷à �5. Ðåàëüíûé ñïåêòð

Öåëîé ÷àñòüþ ÷èñëà x ∈ R íàçûâàåòñÿ ÷èñëî c ∈ Z òàêîå, ÷òî c 6 x < c+1,
ò. å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî íå ïðåâîñõîäÿùåå x. Öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x îáî-
çíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì [x]. Íàïðèìåð, [3/2] = 1, [π] = 3, [−1/2] = −1. Äðîáíîé
÷àñòüþ ÷èñëà x ∈ R íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà {x} := x− [x].

Ïóñòü α ∈ R. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

[α], [2α], . . . , [nα], . . .

áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðîì ÷èñëà α. Íàïðèìåð, åñëè α = 1/2, òî

[nα] =
n

2
− (−1)n+1 + 1

4
, n ∈ N.

1. (a) Íàéäèòå ñïåêòðû ÷èñåë α = −1/2 è α = p/2, p ∈ N.
(b) Íàéäèòå ñïåêòðû ÷èñåë α = 1/3 è α = p/3, p ∈ N.
(c) Íàéäèòå ïåðâûå 10 ÷ëåíîâ ñïåêòðà ÷èñëà α =

√
2.

(d) Êàê ñâÿçàíû ñïåêòð ÷èñëà α ñî ñïåêòðàìè ñëåäóþùèõ ÷èñåë:
−α, {α}, m+ α, ãäå m ∈ Z.

(e) Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ÷èñëà α ïî åãî ñïåêòðó.

2. Ïóñòü X ⊂ N è äëÿ ÷èñåë α, β ∈ R âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

[nα] = [nβ] äëÿ âñåõ n ∈ X. (1)

(a) Åñëè X = N, òî ðàâåíñòâî (1) îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå ñïåêòðîâ ÷èñåë
α è β. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ÷èñëàõ α è β â ýòîì ñëó÷àå?

(b) Îïèøèòå âñå ïîäìíîæåñòâà X ⊂ N, äëÿ êîòîðûõ èç âûïîëíåíèÿ
ðàâåíñòâà (1) âûòåêàåò ðàâåíñòâî α = β.

(c) Ïóñòü α, β ∈ (0, 1) è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

[nα] ≡ [nβ] (mod 2) äëÿ âñåõ n ∈ N.

×òî ìîæíî ñêàçàòü î ÷èñëàõ α è β?

3. (a) Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë {xn}∞n=1 ⊂ N íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî α ∈ R, ÷òî
xn = [nα], n ∈ N?

(b) Íàéäèòå êàêîå-íèáóäü íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn}∞n=1 ⊂ N ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì íåêîòîðîãî ÷èñëà α ∈ R.

(c) Ïóñòü α ∈ R. Íàéäèòå êðèòåðèé, ò. å. íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå òîãî, ÷òî {[nα]}∞n=1 ñïåêòð ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α ∈ Q.
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4. Ïóñòü f � íåîòðèöàòåëüíàÿ íà ïîëóîñè [0,+∞) ôóíêöèÿ. Ïðåäëîæèòå

ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ñóììû
n∑

k=1

[f(k)].

Íàéäèòå ñóììó
n∑

k=1

[kα] äëÿ ÷èñåë:

(a) α = 1/2 è α = p/2, p ∈ N;
(b) α = 1/3, α = p/3, p ∈ N.

5. Ïóñòü ABC � òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A(ax, ay), B(bx, by),
C(cx, cy). Òî÷êà (x, y) ∈ R2 íàçûâàåòñÿ öåëîé, åñëè x, y ∈ Z. Â ïóíêòàõ
íèæå òðåáóåòñÿ íàéòè êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê, ëåæàùèõ âíóòðè òðå-
óãîëüíèêà ABC.

(a) A(0, 0), B(x, 5x2 ), C(x, 0), x ∈ R;
(b) A(0, 0), B(x, 7x2 ), C(x,−3x

2 ), x ∈ R.

6. Ïðåäëîæèòå ñîáñòâåííûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è è èçó-
÷èòå èõ.
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