


Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

i = 1, n � i ïðèíèìàåò âñå íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî n

a ∈ A � ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A

A ⊂ B � A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B

|A| � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A

A×B � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a, b), ãäå a ∈ A, b ∈ B

A2 � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a, b), ãäå a, b ∈ A
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Çàäà÷à �1. Ìàãè÷åñêèå êâàäðàòû

Êëàññè÷åñêèì ìàãè÷åñêèì êâàäðàòîì ïîðÿäêà n, ãäå n � íåêîòîðîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, íàçûâàþò òàáëèöó ðàçìåðà n× n, çàïîëíåííóþ íàòóðàëüíûìè ÷èñëà-
ìè îò 1 äî n2 òàê, ÷òî èõ ñóììû â êàæäîé ñòðîêå, ñòîëáöå, à òàêæå ïî ãëàâíîé
è ïîáî÷íîé äèàãîíàëÿì ðàâíû íåêîòîðîìó ÷èñëó

∑
(n). ×èñëî

∑
(n) íàçûâàþò

ìàãè÷åñêèì ÷èñëîì.
Ïåðâûå óïîìèíàíèÿ î ìàãè÷åñêèõ êâàäðàòàõ îòíîñÿò åùå ê 2200 ã. äî í.ý.,

êîãäà, ñîãëàñíî ïðåäàíèþ, íà áåðåã ðåêè Ëî â Êèòàå âûíåñëî ÷åðåïàõó, íà ïàí-
öèðå êîòîðîé áûë âûðåçàí ìàãè÷åñêèé êâàäðàò ïîðÿäêà 3, èçâåñòíûé ñåé÷àñ êàê
êâàäðàò Ëî-Øó.

2 9 4
7 5 3
6 1 8

Â ðàìêàõ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ìà-
òåìàòè÷åñêîé òåîðèåé ìàãè÷åñêèõ êâàäðàòîâ.

1. Óñòàíîâèòå çíà÷åíèå ìàãè÷åñêîãî ÷èñëà:

(a)
∑

(3);

(b)
∑

(4);

(c)
∑

(n).

2. Äîêàæèòå, ÷òî â öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêå ìàãè÷åñêîãî êâàäðàòà ïîðÿäêà 3
(â ÿ÷åéêå, íàõîäÿùåéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè âòîðîé ñòðîêè è âòîðîãî ñòîëáöà)
îáÿçàòåëüíî íàõîäèòñÿ ÷èñëî 5.

3. Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ìàãè÷åñêèõ êâàäðàòîâ ïîðÿäêà n áóäåì îáîçíà÷àòü
T (n). Íå âçèðàÿ íà ñòîëü ðàíåå íà÷àëî èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
ìàãè÷åñêèõ êâàäðàòîâ è ïî ñåé äåíü ñâåäåíèÿ î òî÷íîì çíà÷åíèè âåëè÷è-
íû T (n) èìåþòñÿ ëèøü äëÿ n = 2, 3, 4, 5. Òàê, íàïðèìåð, T (4) = 7040 è
T (5) = 2202441792.

(a) Íàéäèòå çíà÷åíèå T (2);

(b) Íàéäèòå çíà÷åíèå T (3);

(c) Ðàññìîòðèòå ñîâîêóïíîñòü âñåõ âîçìîæíûõ ìàãè÷åñêèõ êâàäðàòîâ ïî-
ðÿäêà 3, à çàòåì äîêàæèòå, ÷òî T (n) äåëèòñÿ íà 8.

4. Ðàññìîòðèì ìàãè÷åñêèé êâàäðàò ïîðÿäêà 4

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

ãäå aij (i, j = 1, 4) � ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç ðÿäà îò 1 äî 16.
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Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

(a) a11 + a14 + a41 + a44 =
∑

(4);

(b) a22 + a23 + a32 + a33 =
∑

(4);

(c) a11 + a12 + a21 + a22 = a33 + a34 + a43 + a44;

(d) Íàéäèòå äðóãèå çàêîíîìåðíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñåë â ìàãè÷åñêîì êâàä-
ðàòå 4-ãî ïîðÿäêà;

(e) Ïîìåíÿåì ìåñòàìè âòîðóþ è òðåòüþ ñòðîêè â ìàãè÷åñêîì êâàäðàòå

a11 a12 a13 a14
a31 a32 a33 a34
a21 a22 a23 a24
a41 a42 a43 a44

Áóäåò ëè êâàäðàò, ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì, òàêæå ìàãè÷åñêèì? Îáîñ-
íóéòå ñâîé îòâåò.

(f) Ïîìåíÿåì ìåñòàìè âòîðîé è òðåòèé ñòîëáåö â ìàãè÷åñêîì êâàäðàòå

a11 a13 a12 a14
a21 a23 a22 a24
a31 a33 a32 a34
a41 a43 a42 a44

Áóäåò ëè êâàäðàò, ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì, òàêæå ìàãè÷åñêèì? Îáîñ-
íóéòå ñâîé îòâåò.

5. Ïðåäëîæèòå ñîáñòâåííûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è è èçó÷èòå
èõ.
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Çàäà÷à �2. Âåëèêèé êîìáèíàòîð

1. Äâà ÷åëîâåêà (A è B) ìîãóò ïîñåëèòüñÿ â äâóõ ðàçíûõ êîìíàòàõ ÷åòûðüìÿ
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè:

AB

AB

A

B

B

A

Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñåëèòü:

(a) äâóõ ÷åëîâåê â òð¼õ ðàçíûõ êîìíàòàõ;

(b) òð¼õ ÷åëîâåê â äâóõ ðàçíûõ êîìíàòàõ;

(c) òð¼õ ÷åëîâåê â äâóõ ðàçíûõ êîìíàòàõ òàê, ÷òîáû íè îäíà èç êîìíàò íå
îñòàëàñü ïóñòîé;

(d) n ÷åëîâåê â m ðàçíûõ êîìíàòàõ, ãäå n,m ∈ N;
(e) n ÷åëîâåê â m ðàçíûõ êîìíàòàõ òàê, ÷òîáû íè îäíà èç êîìíàò íå îñòà-

ëàñü ïóñòîé, ãäå n,m ∈ N?

2. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû n ñèíèõ èm êðàñíûõ òî÷åê, ïðè÷¼ì òàê, ÷òî íèêàêèå
òðè èç íèõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò:

(a) îòðåçêîâ, ó êîòîðûõ îäèí êîíåö ñèíèé, à äðóãîé � êðàñíûé;

(b) îòðåçêîâ ñ êîíöàìè îäèíàêîâîãî öâåòà;

(c) òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè îäèíàêîâîãî öâåòà;

(d) òðåóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ íå âñå âåðøèíû îäèíàêîâîãî öâåòà?

3. Ïðîâåäåíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Íà îäíîé ïðÿìîé îòìå÷åíî n ðàçíûõ
òî÷åê, à íà äðóãîé � m. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ
âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ, åñëè

(a) n = 4, m = 5;

(b) n è m � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà?

4. (a) Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 10 òî÷åê. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ:

i. òðåóãîëüíèêîâ;

ii. âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ?

(b) Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 10 ñèíèõ òî÷åê è îäíà êðàñíàÿ. Ðàññìîòðèì
âñåâîçìîæíûå âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ.
Êàêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ áîëüøå è íà ñêîëüêî: òåõ, ó êîòîðûõ åñòü êðàñ-
íàÿ âåðøèíà, èëè òåõ, ó êîòîðûõ å¼ íåò?
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(c) Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 10 òî÷åê. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ òðîåê õîðä ìîæ-
íî ïðîâåñòè ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ òàê, ÷òîáû ó íèõ íå áûëî îáùèõ
êîíöîâ (õîðäû ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ)?

(d) Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 10 òî÷åê. Ñêîëüêî ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçëè÷-
íûõ òð¼õçâåííûõ íåçàìêíóòûõ ëîìàíûõ ëèíèé ñ âåðøèíàìè â çàäàííûõ
òî÷êàõ (çâåíüÿ ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ)?

5. Ïðåäëîæèòå ñîáñòâåííûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è è èçó÷èòå
èõ.

5



Çàäà÷à �3. Îïàñíûå ôèãóðû

Â äàííîé çàäà÷å íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê, ò. å. òî÷åê ñ
öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè, êîòîðûå ñîäåðæàòüñÿ â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå íà
ïëîñêîñòè. Äàëåå ñèìâîëàìè R2 è Z2 áóäåì îáîçíà÷àòü ïëîñêîñòü è ìíîæåñòâî
òî÷åê ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè íà íåé, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü P ⊂ R2 � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(P ) �
êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê, ñîäåðæàùèõñÿ â P , ò. å. N(P ) = |P ∩ Z2| .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè:

Ñäâèã. Ïóñòü P � íåêîòîðîå ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè è t = (t1, t2) � âåêòîð.
Òîãäà ìíîæåñòâî P + t îïðåäåëÿåòñÿ, êàê

P + t = {(x+ t1, y + t2), ãäå (x, y) ∈ P},

ò. å. êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà P ñäâèãàåòñÿ íà âåêòîð t.

Ðàñòÿæåíèå îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïóñòü P � íåêîòîðîå ìíîæå-
ñòâî íà ïëîñêîñòè è λ > 0. Òîãäà ìíîæåñòâî λP îïðåäåëÿåòñÿ, êàê

λP = {(λx, λy), ãäå (x, y) ∈ P},

ò. å. êîîðäèíàòû êàæäîé òî÷êè ìíîæåñòâà P óìíîæàþòñÿ íà λ.

Íàïðèìåð, åñëè P � òðåóãîëüíèê ABC ñ âåðøèíàìè A(0, 0), B(0, 2) è C(2, 0),
òî N(P ) = 6 (Ðèñ. 1, à). Åñëè t = (1, 1), òî N(P + t) = 6 (Ðèñ. 1, á). Åñëè λ = 2,
òî N(λP ) = 15 (Ðèñ. 1, â).

x

y

x

y

x

y

Рис. 1, а Рис. 1, б Рис. 1, в

1. Ïóñòü P � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè è t � âåêòîð ñ öåëî÷èñëåííû-
ìè êîîðäèíàòàìè. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé âåëè÷èíû N(P ) è N(P + t)?
Îáîñíóéòå ñâîé îòâåò.

2. Ïóñòü L1 � îòðåçîê, êîíöû êîòîðîãî çàäàíû êîîðäèíàòàìè (0, 0) è (2, 2), à
L2 � îòðåçîê ñ êîíöàìè (0, 0) è (2, 3).

(a) Íàéäèòå N(L1) è N(L2).

(b) Íàéäèòå N(nL1) è N(nL2), ãäå n ∈ N.
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3. Ïóñòü L � îòðåçîê íà ïëîñêîñòè, êîíöû êîòîðîãî èìåþò öåëî÷èñëåííûå êî-
îðäèíàòû, è n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà N(nL), ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïåðâîé ñòåïåíè
îò n ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò. å. N(nL) = an + b, ïðè íåêîòîðûõ
a, b ∈ Z. ×åìó ðàâíî ÷èñëî b?

(b) Ñêîëüêî öåëûõ òî÷åê ñîäåðæèò îòðåçîê L ñ êîíöàìè (−1, 2) è (98, 35)?

4. Â ñëåäóþùèõ ïîäïóíêòàõ äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà P , êîòîðîå ñîñòîèò èç
îáúåäèíåíèÿ îòðåçêîâ ñ öåëûìè âåðøèíàìè, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âåëè-
÷èíà N(nP ), n ∈ N, èìååò âèä an + b ïðè íåêîòîðûõ a, b ∈ Z, è óêàçàòü
÷åìó ðàâíî ÷èñëî b.

(a) P � ïðîèçâîëüíàÿ ëîìàíàÿ, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîé íå ñîâïàäàþò
(Ðèñ. 2, à).

(b) P � ïðîèçâîëüíàÿ ëîìàííàÿ, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîé ñîâïàäàþò
(Ðèñ. 2, á).

(c) P � òðè îòðåçêà, âûõîäÿùèå èç îäíîé òî÷êè (Ðèñ. 2, â).

(d) P � ãðàíèöà ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îäíîé èç åãî äèàãîíàëåé (Ðèñ. 2, ã).

Рис.   , а2 Рис. 2, б

Рис.   , г2Рис.   , в2

5. Îïèñàòü âñå ïàðû ÷èñåë (a, b) ∈ R2, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
P , ñîñòîÿùåå èç îáúåäèíåíèÿ îòðåçêîâ ñ öåëûìè âåðøèíàìè, äëÿ êîòîðîãî
N(nP ) = an+ b, n ∈ N.
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6. (a) Ïóñòü P � êâàäðàò ñ âåðøèíàìèA(1, 1),B(1, 4), C(4, 4),D(4, 1) (Ðèñ. 3, à).
Íàéäèòå N(P ) è N(nP ), ãäå n ∈ N.

(b) Ïóñòü P � òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìèA(−2, 0),B(0, 0), C(0,−2) (Ðèñ. 3, á).
Íàéäèòå N(P ) è N(nP ), ãäå n ∈ N.

x

y

x

y

Рис.   , а3 Рис.   , б3

7. Â ñëåäóþùèõ ïîäïóíêòàõ äëÿ çàäàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà P ñ öåëî÷èñëåí-
íûìè âåðøèíàìè òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà N(nP ), n ∈ N, èìååò
âèä an2 + bn+ c, ãäå a, b, c ∈ Q, è óêàçàòü ÷åìó ðàâíû ÷èñëà a è c.

(a) P � ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì;

(b) P � ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàò-
íûì îñÿì;

(c) P � ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê.

8. Ïóñòü P � âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ñ öåëî÷èñëåííûìè âåðøèíàìè. Äîêà-
æèòå, ÷òî N(nP ) = an2 + bn+ 1, n ∈ N, ïðè íåêîòîðûõ a, b ∈ Q.

9. Ïðåäëîæèòå ñîáñòâåííûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è è èçó÷èòå
èõ.
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